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บทคดัย่อ 
ในงานวจิยัน้ี เราพิจารณาผลเฉลยเชิงตวัเลขท่ีมีประสิทธิภาพของระบบสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไม่เป็นเชิงเสน้

อนัดบัสูงท่ีเก่ียวขอ้งกบัวธีิการลงทะเบียนภาพท่ีใชเ้คิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์เซียน ในการไดม้าซ่ึงผลเฉลยท่ีมีประสิทธิภาพ
นั้น  เราเร่ิมตน้ดว้ยการประมาณสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยโดยใชก้ารประมาณไฟไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์และแกร้ะบบดิสครีตไม่
เป็นเชิงเสน้โดยใชก้รอบเทคนิคการเดินเวลา ผลการทดลองเชิงตวัเลขบนภาพสงัเคราะห์แสดงถึงประสิทธิภาพของ
วธีิการท่ีไดน้ าเสนอ 

 
ABSTRACT 

In this paper, we are concerned with the efficient numerical solution of the system of higher-order nonlinear 
partial differential equations (PDEs) associated with the so-called Gaussian curvature based image registration 
method. In order to obtain efficient solution, we first approximate the PDEs by finite difference approximations and 
solve the nonlinear discrete system within the framework of time marching techniques. Numerical results on synthetic 
images show the effectiveness of the proposed numerical method.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ค าส าคญั: เคิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์เซียน วธีิการลงทะเบียนภาพ วธีิการเดินเวลา  
Keywords: Gaussian curvature, Image registration method, Time marching method 
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บทน า 
ก าหนดให้ 2 Rℝ2 แทนโดเมนภาพท่ีมี

รูปร่างเป็นรูปส่ีเหล่ียมผืนผา้ [0, )V    แทนเรนจ์
ของภาพท่ีมีโทนความเข้มสีเทา (gray-scale image) 

:R V  แทนภาพอา้งอิง (reference image) และ
:T V  แทนภาพแม่แบบ (template image) การ

ลงทะเบียนภาพ (image registration) คือ กระบวนการ
คน้หาการแปลงรูป (deformation) 2 2 T

1 2: ,  : ) ( ( ), ( ))u u x (x x xR Ru u u  ℝ2 → ℝ2 , 
2 2 T

1 2: ,  : ) ( ( ), ( ))u u x (x x xR Ru u u  
ท่ีเหมาะสมท่ีสุดเพื่อท าให้ภาพแม่แบบท่ีถูกแปลงพิกดั 

( ) ( ( )) ( )T T T   x x x xu u  มีควาแตกต่างกบัภาพอา้งอิง 
R  นอ้ยท่ีสุด เพื่ออ านวยความสะดวกทางคณิตศาสตร์ 
งานวจิยัน้ีพิจารณา 2[0,1]   และ [0,1]V   

ในระยะไม่ก่ีปีท่ีผ่านมา วิธีการลงทะเบียน
ภาพท่ีใช้สมการเชิงอนุพันธ์ย่อย (PDE-based image 
registration method) เป็นวิธีท่ีแม่นย  า น่าเช่ือถือและ
ได้รับความนิยมอย่างแพร่หลายในการแก้ปัญหาการ
ลงทะเบียนภาพ ส าหรับตวัอย่างการประยุกต์วิธีการ
ลงทะเบียนภาพท่ีใช้สมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยสามารถ
ศึกษาเพ่ิมเติมไดจ้ากงานวิจยัของ Modersitzki (2004)                                                 
               ถา้ภาพท่ีต้องการลงทะเบียน R  และ T  มี
ค่าความเข้มภาพ (image intensity) ซ่ึงสามารถน ามา
เปรียบเทียบกนัได ้แลว้ระบบของสมการเชิงอนุพนัธ์-
ยอ่ยส าหรับการลงทะเบียนภาพสามารถเขียนไดเ้ป็น 
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 เน่ืองจากระบบของสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย 
(1) เป็นสมการออยเลอร์-ลากรานจ์ (Euler-Lagrange 
equation) ของปัญหาเชิงแปรผนั (variational problem) 

            21
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( )

min ( ( ) ( ))T R d
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            (2)                                                 

ซ่ึงผลเฉลยไม่ไดมี้เพียงหน่ึงเดียว (nonunique solution) 
ดังนั้ นการเพ่ิมเทอมเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชัน (regulari-

zation term) R̃  เพื่อควบคุมผลเฉลย u   ให้สอดคลอ้ง
กบัสมบติัทางคณิตศาสตร์หรือสมบติัอ่ืนๆ ท่ีตอ้งการ
จึงเป็นขั้นตอนท่ีจ าเป็นและหลีกเล่ียงไม่ได ้ 
 หลังจากเพ่ิมเทอมเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชันกับ
ปัญหาเชิงแปรผนั (2) จะได ้

min ( ) ( )D R
u

u uR̃min ( ) ( )D R
u

u u                (3)                                                  

โดยท่ี 0   แทนเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชันพารามิเตอร์ 
(regularization parameter) ซ่ึ งท าหน้าท่ีป รับสมดุล
ระหวา่งเทอมท่ีวดัความแตกต่างระหวา่งภาพท่ีก าลงัถูก
ลงทะเบียน D และเทอมท่ีวดัความปรกติของผลเฉลย
ตามสมบัติ ท่ี ต้องการ  R̃  ทั้ ง น้ีสมการออยเลอร์ - 
ลากรางจท่ี์เก่ียวขอ้งกบั (3) สามารถเขียนไดเ้ป็น 
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โดยท่ี ( )lf u  และ ( )lA u  ( 1,2l  ) ก าหนดจาก
การแปรผนัอนัดบัหน่ึง (first-order variation) ของ D  
และ  R̃  ตามล าดบั 
 โดยทั่วไป เทอมเร็กกิวลาร์ไรซ์ เซชัน  R̃ 
ได้มาจากการสมมติว่าการแปลงรูปท่ีเกิดข้ึนในการ
ลงทะเบียนภาพ R  และ 𝑇𝒖 เก่ียวขอ้งกบักระบวนการ
ทางกายภาพ  (physical process) เช่น  การยืดหยุ่น 
(elasticity) การแพร่ (diffusion) และการเคล่ือนท่ีแบบ
เคิ ร์ฟ เวเจอร์  (curvature motion) จากการทบทวน
วรรณกรรมท่ีเก่ียวขอ้งพบว่าเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัท่ีใช้
อนุพนัธ์ย่อยอนัดบัหน่ึงของ u   เช่น เร็กกิวลาร์ไรซ์- 
เซชันแบบดิฟฟิวชัน (diffusive regularization) (Fis-
cher and Modersitzki, 2002) 

R̃Diff
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  x xR u  

เร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัแบบอีลาสติก (elastic regulariza-
tion) (Broit, 1981)  
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และเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัท่ีใชก้ารแปรผนัรวม (total 
variation based regularization) (Frohn-Schouf et al., 
2006) 

                           R̃
2

TV

1

( ) | ( ) |l
l

u d


  x xR u  

ท าให ้(4) เป็นระบบของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไม่เป็น
เชิงเส้นอันดับสองซ่ึงให้ผลการลงทะเบียนภาพท่ีมี
ความแม่นย  านอ้ยกวา่ผลการลงทะเบียนภาพจากระบบ
ของสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยไม่เป็นเชิงเส้นอนัดบัส่ีซ่ึง
ไดจ้ากเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัท่ีใชอ้นุพนัธ์ยอ่ยอนัดบัสอง
ของ u   เช่น  เร็กกิวลาร์ไรซ์เซชันท่ีใช้เคิร์ฟเวเจอร์ 
เ ชิ ง เ ส้ น  ( linear curvature based regularization) 
(Fischer and Modersitzki, 2003)  

R̃
2

LC 2

1

( ) ( ( ))l
l

u d


  x xR u  

เร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัท่ีใชเ้คิร์ฟเวเจอร์แบบเฉล่ีย (mean 
curvature based regularization)  (Chumchob et al., 
2011) 
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    xR u  

และเร็กกิวลาร์ไรซ์ เซชัน ท่ี ใช้ เคิ ร์ฟ เว เจอร์แบบ 
เกาส์เซียน (Gaussian curvature based regularization) 
(Mazlinda et al., 2014) 
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   xR R Ru  

จากเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชันท่ีใช้อนุพันธ์ย่อย
ของ u  ท่ีถูกกล่าวถึงทั้งหมดขา้งตน้ เร็กกิวลาร์ไรซ์เซ-
ชนัท่ีใชเ้คิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์เซียนมีผลการลงทะเบียน
ภาพท่ีน่าเช่ือถือและมีความแม่นย  าท่ีสุด (ดูรายละเอียด
การทดสอบประสิทธิภาพของการลงทะเบียนภาพท่ีใช้
เทอมเร็กกิวลาร์ไรซ์เซชันซ่ึงกล่าวถึงข้างต้นได้จาก 
Mazlinda et al. (2014)) งานวิจัยช้ินน้ีจึงพิจารณาการ
ใชเ้ร็กกิวลาร์ไรซ์เซชนัท่ีใชเ้คิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์เซียน
ส าหรับการลงทะเบียนภาพ 

 เน่ืองจากการลงทะเบียนภาพท่ีใช้เคิ ร์ฟ - 
เวเจอร์แบบเกาส์เซียน  

GC

min ( ) ( )D R
u

u u             (5)                                                        

เป็นปัญหาทางคณิตศาสตร์ใหม่ท่ีถูกตั้งข้ึนในปี ค.ศ. 
2014 (พ.ศ. 2557) จึงมีผูส้นใจศึกษาเพื่อพฒันาวิธีการ
หาผลเฉลยของปัญหาเชิงแปรผัน (5) ไม่มาก เท่าท่ี
คณะผู ้วิจัยของงานวิจัยน้ีทราบ  ในขณะน้ี มี เพียง 
Mazlinda et al. (2014) เท่านั้นท่ีไดพ้ฒันาวิธีการหาผล
เฉลยเชิงตวัเลขของปัญหาเชิงแปรผนั (5) ซ่ึงสามารถ
กล่าวสรุปพอสงัเขปได ้ดงัน้ี 

เ ร่ิ ม ต้ น จ าก ก าร แน ะน าตั ว แ ป ร ให ม่ 

1 1uq  และ 2 2u q  จากนั้นใชต้วัแปรใหม่ทั้ง
สองเพื่อท าการแปลงปัญหาการหาค่าต ่าท่ีสุดแบบไม่มี
เง่ือนไขบงัคบั (5) ไปเป็นปัญหาการหาค่าต ่าท่ีสุดแบบ
มีเง่ือนไขบงัคบั 
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  (6)                                       

ภายหลังจากใช้วิ ธีการลากรางเจียนแบบต่อ เติม 
(augmented Lagrangian method: ALM) ปัญหาการหา
ค่าต ่าท่ีสุดแบบมีเง่ือนไขบงัคบั (6) สามารถถูกเขียนได้
ในรูปของปัญหาการหาค่าต ่าท่ีสุดแบบไม่มีเง่ือนไข
บงัคบั 

1 2
1 2 1 2

, ,
min ( , , ; , )
u q q

u q qL             (7)                                                      

โดยท่ี  
2 2 2

GC 2
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l l l l l l

l l l

u d u d
 

  

         x xu q q u q q qL D R      (8) 

แทนฟังก์ชนันัลลากรางเจียนแบบต่อเติม (augmented 
Lagrangian functional) ท่ีเก่ียวข้องกับ (6) 𝝁𝑙 ∈ ℝ2  

( 1,2l  ) แทนตวัคูณลากรางจ ์(Lagrange multiplier)  
และ 0r    

เน่ืองจากจุดต ่าสุด (minimizer point) ของ (6) 
เป็นจุดหยดุน่ิง (saddle point) ของ (8) เราจึงจ าเป็นตอ้ง
พัฒนาวิธีการเชิงตัวเลขเพื่อหาจุดหยุดน่ิงของ (8)  
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แต่ เ น่ื อ งจ ากตั ว แป ร  1 2, ,u q q  ใน  (8)  มี ค ว าม
เก่ียวเน่ืองกนั ดงันั้นการค านวณหาค่าท่ีเหมาะสมท่ีสุด
ของ 1 2, ,u q q  ไปในคราวเดียวกัน  นั้ นท าได้ยาก 
Mazlinda et al. (2014) จึ ง ใ ช้ เท ค นิ ค ก า ร แ ย ก 
(decomposition technique) เพ่ือแกปั้ญหา (7) โดยแบ่ง
ปัญหา (7) ออกไปเป็นปัญหาการหาค่าต ่ าท่ี สุด 2 
ปัญหายอ่ยท่ีใชค้น้หาตวัแปร 1 2,q q  และ  u  ดงัน้ี 
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(9) 
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min ( ) ( )r
l l l l

l l

u d u d
 

 

     x xD
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u q                                       

(10) 
หลงัจากนั้นจึงใชก้ระบวนการหาค่าต ่าท่ีสุดแบบสลบั 
(alternating minimization procedure) กบัปัญหายอ่ยใน 
(9) และ (10) พร้อมกับการปรับปรุงตัวคูณลากรางจ์
จนกระทั่งผลการลงทะเบียนภาพเป็นท่ีน่าพอใจหรือ
ล าดบัของผลเฉลย u  ลู่เขา้จึงหยดุกระบวนการ 

ถึงแมว้า่การแกปั้ญหายอ่ยใน (9) และ (10) ท่ี
พฒันาโดย Mazlinda et al. (2014) ประกอบดว้ยการแก้
สมการออยเลอร์-ลากรางจ์ท่ีเป็นระบบของสมการเชิง
อนุพันธ์ย่อยอันดับสองซ่ึงมีผลเฉลยเชิงวิเคราะห์ 
(analytical solution) ส าหรับ 1 2,q q และผลเฉลยเชิง
ตัวเลขแบบเร็ว (fast numerical solution) ส าหรับ u  
แต่กระบวนการหาค่าต ่าท่ีสุดแบบสลบัจ าเป็นตอ้งใช้
เวลาในการประมวลผลค่อนข้างมากเน่ืองจากต้อง
ค านวณหาตัวแปรไม่ทราบค่าถึง 6 ตัวแปร ได้แก่ 

T

1 2( , ) ,u uu =
T

1 1,1 1,2( , ) ,q qq T

2 2,1 2,2( , )q qq  
และตวัคูณลากรางจ์อีก 4 ตวั ไดแ้ก่ T T

1 1,1 1,2 2 2,1 2,2( , ) , ( , )       
T T

1 1,1 1,2 2 2,1 2,2( , ) , ( , )       รวมไปถึงค่าคงตวั  0r     
เพ่ือลดความยุ่งยากในการแกปั้ญหาเชิงแปร

ผนั (5) จาก ALM งานวจิยัช้ินน้ีน าเสนอวธีิการโดยตรง
จากการพิจาณาค าตอบเชิงตวัเลขของสมการออยเลอร์-
ลากรางจท่ี์เก่ียวขอ้งกบัปัญหาเชิงแปรผนั (5)  

                   
GC

1 1

GC

2 2

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

f

f





  


 

A

A

u u

u u
        (11)  

ภายใต้เง่ือนไขค่าขอบ  0lu  n  เม่ือ n  แทน
เวกเตอร์ตั้ งฉากกับทิศทางช้ีออกจากขอบของภาพ 
  ในท่ีน้ี 

 
 

   

   

21 2 2 1 1 1 2

21 2 2 1 1 1 2

3

2 2 1 2

1 1

2 1 1 1

2 2

1 2

4| |
GC

,1 ,2

4| |

,1 ,2

,1

,2

( )

,  

,

,

sign(

l l l lx x x x x x x x

l

l l l lx x x x x x x x

l

l l l lx x x x

l l

l l l lx x x x

l l

x x

u u u u

l l l l

u u u u

l l l l l

S u S u

l
x x

S u S u

l
x x

l l

u

u

S u u





     

      

 
  
 

 
  
 



B B

V V B B

B

B

u
N

N

N N

N N

A

2 1 1 1 2 2

)
x x x x x xl l lu u

 

และ 2| |l lu   N  
 

วตัถุประสงค์การวจัิย 
งานวิจัยช้ินน้ีมีวตัถุประสงค์เพ่ือน าเสนอ

วิ ธีการ เดิน เวลาก่ึ งไม่ชัดแจ้ง ท่ี ถูกท าให้ เส ถียร 
(stabilized semi-implicit time marching scheme)
ส าหรับเพ่ิมประสิทธิภาพการลงทะเบียนภาพเคิร์ฟเว-
เจอร์แบบเกาส์เซียน 
 

วธีิการวจัิย 
ก าหนดให ้ 1 2

1 2

(2 1) (2 1)T T

1 2 2 2
{ | ( , ) ( , ) ,1 ,1 }

x x

i j

i h j hh

x xx x i n j n
 

        x x  

  1 2

1 2

(2 1) (2 1)T T

1 2 2 2
{ | ( , ) ( , ) ,1 ,1 }

x x

i j

i h j hh

x xx x i n j n
 

        x x    

แทนโดเมนแบบดิสครีต (discretized domain) โดยท่ี 

1 2x xn n n   และ 
1 2x xh h h   แทนจ านวน 

กริดและระยะกริดในทิศทาง 1x  และ 2x  ตามล าดบั

, 1 2( ) ( , )
i jl i j lu u x x แทนฟังกช์นักริด (grid func-

tion) ส าหรับ 1,2l   หลงัจากใชก้ารประมาณไฟ-
ไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์กบั (11) จะได ้

GC

1 , 1 ,

GC

2 , 2 ,

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

i j i j

i j i j

f

f





  


 

u u

u u

A

A
           (12)                              
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โดยท่ี 

 

 

,1 1, ,1 , ,2 , 1 ,2 ,GC

, ,

1, 1,

1 , , ,

, 1 , 1

2 , , ,

, 1 , 2 ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ( ) , ( ) )

( )

l i j l i j l i j l i j

l i j l i j

i j i j

i j i j i j

i j i j

i j i j i j

i j i j i j

i

h h

T T
f T R

h

T T
f T R

h

T T i u j u

 

 

 

 
   

 
   

 

 
   

 

  

V V V V
V

u u

u

u u

u

u

u

u

u

u

A

T

, 1 , 2 ,(( ) , ( ) )j i j i ju u

 
ภายใตเ้ง่ือนไขค่าขอบแบบดิสครีต 

,1 ,2 , , 1 1, 2, , 1,( ) ( ) ,   ( ) ( ) ,   ( ) ( ) ,   ( ) ( )l i l i l i n l i n l j l j l n i l n ju u u u u u u u    

,1 ,2 , , 1 1, 2, , 1,( ) ( ) ,   ( ) ( ) ,   ( ) ( ) ,   ( ) ( )l i l i l i n l i n l j l j l n i l n ju u u u u u u u     
เน่ืองจาก (11) เป็นระบบของสมการเชิง

อนุพนัธ์ย่อยไม่เป็นเชิงเส้นอนัดับส่ี วิธีการเดินเวลา 
(time marching method) จึงเป็นทางเลือกท่ีเหมาะสม
ส าหรับการค านวณผลเฉลยเชิงตัวเลข เม่ือท าการ
แนะน าตวัแปรเวลาสงัเคราะห์ (artificial time variable) 

[0, )t   และแปลงระบบสมการ (11) เป็นระบบ
ของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบพาราโบลิกจะได ้

GC

1 1 1

GC

2 2 2

( ; ) ( ( ; )) ( ( ; )) 0

( ; ) ( ( ; )) ( ( ; )) 0

t

t

u t f t t

u t f t t





   

   

x x x

x x x

u u

u u

A

A
 (13)                                                       

โดยท่ี  T

1 2( ; ) ( ( ; ), ( ; ))t u t u tx x xu   
เน่ืองจากรูปแบบการเดินเวลาแบบชัดแจ้ง 

(explicit time marching scheme) ส าหรับ (13) ให้ผล
เฉลยท่ีลู่เขา้ชา้และไม่เสถียรส าหรับขั้นเวลา 0   ท่ี
มีขนาดใหญ่ งานวิจยัช้ินน้ีจึงน าเสนอรูปแบบการเดิน
เวลาแบบก่ึงไม่ชัดแจ้ง (semi-implicit time marching 
scheme: SITM) 

GC
1 1 1

11 1

GC
2 1 2

22 1

( ; ) ( ; )
( ( ; )) ( ( ; ) 0

( ; ) ( ; )
( ( ; )) ( ( ; ) 0

k k
k k

k k
k k

u t u t
f t t

u t u t
f t t














  


   



x x
x x

x x
x x

u u

u u

A

A

(14)                

โดยท่ี  
 

21 2 2 1 1 1 2

3

GC

1 1 ,1 1

4| ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )|

,1 ,2( ; )

( ( ; ) ( ( ; )) ( ; ) ( ; )

( ( ; )) , ( ; ) ( ; ) ( ; )
l k l k l k l kx x x x x x x x

l k

lk l l k l k k

u t u t u t u t

ll l k k l k l kt

t D u t u t t

D u t t t t

 



  

  
x x x x

x

x x x B x

x B x B x B x

u

N

A  
21 2 2 1 1 1 2

3

GC

1 1 ,1 1

4| ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )|

,1 ,2( ; )

( ( ; ) ( ( ; )) ( ; ) ( ; )

( ( ; )) , ( ; ) ( ; ) ( ; )
l k l k l k l kx x x x x x x x

l k

lk l l k l k k

u t u t u t u t

ll l k k l k l kt

t D u t u t t

D u t t t t

 



  

  
x x x x

x

x x x B x

x B x B x B x

u

N

A  

         

 
21 2 2 1 1 1 2

3

GC

1 1 ,1 1

4| ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; )|

,1 ,2( ; )

( ( ; ) ( ( ; )) ( ; ) ( ; )

( ( ; )) , ( ; ) ( ; ) ( ; )
l k l k l k l kx x x x x x x x

l k

lk l l k l k k

u t u t u t u t

ll l k k l k l kt

t D u t u t t

D u t t t t

 



  

  
x x x x

x

x x x B x

x B x B x B x

u

N

A  

หลงัจากท าการดีสครีตไทซ ์ (14) ดว้ยการประมาณไฟ-
ไนตดิ์ฟเฟอเรนซ์ดงัท่ีน าเสนอในตอนตน้พร้อมกบัจดั
เทอมใหม่จะได ้

1 1

1 , 1 1 1 , 1 ,

11 ,

1 1

2 , 2 2 2 , 2 ,

22 ,

( ) ( ( ) ) ( )

                 [ ( ) ]

( ) ( ( ) ) ( )

                 [ ( ) ]

k k k k

i j i j i j

kk

i j

k k k k

i j i j i j

kk

i j

u D u u u

f

u D u u u

f



 



 

 

 

    

   


   


  

B

B

u

u

  (15) 

ซ่ึงระบบสมการ (15) สามารถถูกเขียนในรูปของระบบ
สมการเมทริกซ์-เวกเตอร์ไดเ้ป็น 

1

1 1 1

1

2 2 2

( )

( )

k k k

k k k





  


 

I A u b

I A u b
                 (16)                                                     

โดยท่ี I  แทนเมทริกซ์เอกลกัษณ์ขนาด 2 2n n
k

lA  
เป็นเมทริกซ์ท่ีมากไปด้วยเลขศูนย์ (sparse matrix) 
ขนาด 2 2n n  ท่ีก าหนดจากเทอมท่ีสองทางซ้ายมือ 

และ 
2k n

l b ∈ ℝ𝑛2  เป็นเวกเตอร์ท่ีก าหนดจากเทอมทาง
ขวามือของ (15) ตามล าดบั 
 ถึงแมว้า่แต่ละขั้นเวลาท่ี 1k   ระบบสมการ
เชิงเสน้ใน (16) สามารถแกไ้ดโ้ดยวธีิการท าซ ้ าแบบเร็ว
ดว้ยการท าซ ้ าเพียงไม่ก่ีคร้ัง เช่น วิธีการเกรเดียนต์สัง
ยุคแบบปรับสภาวะ (preconditioned conjugate gra-
dient (PCG) method) แต่อุปสรรคในการค านวณเชิง-
ตวัเลขจะเกิดข้ึนจากเทอมสัมประสิทธ์ิ ( )k

l lD u  ซ่ึงมี
ขนาดใหญ่มากจนครอบง า (dominate) เทอมอ่ืนๆ ใน 
(15) บนบริเวณท่ี 2| | 0lu   และ 1   ส่งผลให้
การใชข้ั้นเวลา  ท่ีมีขนาดใหญ่จะท าให้รูปแบบการ
เดินเวลาชนิดน้ีไม่เสถียร 

เพื่อปรับปรุงความเสถียรของรูปแบบการเดิน
เวลาแบบก่ึงไม่ชัดแจง้ (15) งานวิจัยน้ีน าเสนอเทอม
เสริมความเสถียร (stabilizing term) โดยใชเ้ทคนิคการ
แยกภาวะคอนเวกซ์ (convexity-splitting technique) ท่ี
พฒันาใน (Chumchob et al., 2011) ดงันั้น ณ ขั้นเวลาท่ี 

1k   รูปแบบการเดินเวลาแบบก่ึงไม่ชัดแจ้ง (15) 
สามารถถูกปรับปรุงไดเ้ป็น 
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1 1 1

1 , 1 1 , 1 1 1 , 1 1 ,

11 , 1 ,

1 1 1

2 , 2 2 , 2 2 2 , 2 2 ,

( ) ( ) ( ( ) ) ( )

                       ( ) [ ( ) ]

( ) ( ) ( ( ) ) ( )

                       (

k k k k k

i j i j i j i j

kk k

i j i j

k k k k k

i j i j i j i j

u u D u u u

u f

u u D u u u

u

    

 

    

  

  

    

   

    



Bu

F F

F F

21 , 2 ,) [ ( ) ]
kk k

i j i jf 









   Bu

(17) 

โดยท่ี 0l   และ ( )luF ( )luF  เป็นตัวด าเนินการเชิง-
อ นุ พั น ธ์  (differential operator)  ท่ี เ ก่ี ย ว ข้ อ ง กั บ
ฟังกช์นันลัแบบคอนเวกซ์ (convex functional) ซ่ึงในท่ี
เราได้เลือกใช้ 2| |lu d   x  เน่ืองจากสามารถ
แกปั้ญหาการลงทะเบียนภาพท่ีตอ้งการการแปลงรูปทั้ง
แบบ เรียบ และแบบไม่ เรียบ ได้ ดี  เพ ราะฉะนั้ น 

2| |
( ) l

l

u

l
u

u




 
 F  เราจะเรียกรูปแบบการเดิน

เวลาใน (17) วา่รูปแบบการเดินเวลาก่ึงไม่ชดัแจง้ซ่ึงถูก
ท าให้ เสถียร (stabilized semi-implicit time marching 
scheme: SSITM) 

ในท านองเดี ยวกัน  ระบบสมการ  (17) 
สามารถถูกเขียนในรูประบบสมการเมทริกซ์-เวกเตอร์
ไดเ้ป็น 

1
1 11

1
2 22

( )

( )

k kk

k kk





  

  

I A u b

I A u b

               (18)                                                      

โดยท่ี 
k

lA  เป็นเมทริกซ์ท่ีมากไปด้วยเลขศูนย์ขนาด 
2 2n n  ท่ีก าหนดจากเทอมท่ีสองและสามทางซ้าย

มือ และ
2k n

l b  ∈ ℝ𝑛2  เป็นเวกเตอร์ท่ีก าหนดจากเทอม
ทางขวามือของ (17) ตามล าดบั 
 
ผลการวจิยั 

การทดลองเชิงตัวเลขได้ถูกออกแบบเพื่อ
เปรียบเทียบประสิทธิภาพของการลงทะเบียนภาพท่ีใช้
เคิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์เซียนโดยใชว้ธีิการเดินเวลาแบบ 
SITM และ SSITM ทั้ งน้ีความแม่นย  าของวิธีการทั้ ง
สองจะถูกตรวจวัดโดยร้อยละของความแตกต่าง
สัมพทัธ์ระหว่างภาพท่ีก าลังถูกลงทะเบียน R  และ 

kT
u
 ซ่ึงนิยามโดย 

RelSSD( 10000k ) =
∑ ((𝑇

𝒖 10000k )𝑖,𝑗
− (𝑅)𝑖,𝑗)𝑛

𝑖,𝑗

∑ ((𝑇)𝑖,𝑗 − (𝑅)𝑖,𝑗)𝑛
𝑖,𝑗

× 100 

การทดลองเชิงตวัเลขทั้ งหมดจะถูกหยุดถา้
เกณฑก์ารหยดุขอ้ใดขอ้หน่ึงต่อไปเป็นจริง 

1. RelSSD( ) 0.05k   
2. 16RelSSD( 1)-RelSSD( ) 10k k     
3. 10000k    
 ใน ทุ ก ก าร ท ด ล อ ง เ ชิ ง ตั ว เล ข ไ ด้ ถู ก
ประมวลผลดว้ยโปรแกรม   MATLAB R2011a   ดว้ย
ร ะ บ บ ป ฏิ บั ติ ก า ร  OS X Mavericks บ น เค ร่ื อ ง
คอมพิวเตอร์แบบพกพา MacBook Pro CPU 2.4GHz 
และ RAM 8 GB  

 
ภาพที่ 1 แสดงปัญหาการลงทะเบียนภาพสังเคราะห์ท่ีตอ้งการ 
             การแปลงรูปแบบไม่เรียบ โดย (a) แทนภาพอ้างอิง  
             (b) แทนภาพแม่ แบบ  (c)  แ ล ะ  (d) แทนผลก าร 
             ล งท ะ เบี ยน ภ าพ โดย วิ ธี ก าร  SSITM แล ะ  SITM 
             ตามล าดับ  โดยใช้พารามิ เตอร์ดังน้ี                           
            

6 2 2

1 210 , 10 , 10 , 1000            

 
ภาพที่  2  แสดงการเปรียบเทียบประสิทธิภาพของวิธีการ   
              SSITM และ SITM ในการลงทะเบียนภาพสังเคราะห์ 
              ในภาพท่ี  1 (a)-(b) เพ่ือท าให้  RelSSD( )k  ต  ่ ากว่า  
              0.05 (ความแตกต่างระหว่างภาพท่ีก าลงัถูกลงทะเบียน  
             R  และ kT

u
 นอ้ยกวา่ร้อยละ 5) 
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ภาพที่ 3 แสดงผลการลงทะเบียนภาพโดยวิธีการ SSITM และ 
             SITM เม่ือ k = 10, 100, 300,500 

 
จากภาพท่ี 1-3 เห็นไดช้ดัวา่วธีิการ SSITM 

ใหผ้ลการลงทะเบียนภาพท่ีรวดเร็ว น่าเช่ือถือ และ
แม่นย  ากวา่วธีิการ SITM  
 

อภิปรายและสรุปผลการวจัิย 
ผลการทดลองเชิงตัวเลขบนภาพสังเคราะห์

ช้ีให้เห็นว่าการลงทะเบียนภาพเคิร์ฟเวเจอร์แบบเกาส์-
เซียนโดยใช้วิธีการเดินเวลาก่ึงไม่ชัดแจ้งท่ีถูกท าให้
เสถียรให้ผลการลงทะเบียนภาพท่ีมีประสิทธิภาพสูงกวา่
และมีความเร็วมากกว่าวิธีการเดินเวลาก่ึงไม่ชัด-แจ้ง
อย่างมีนัยส าคญั นอกจากน้ีผลการวิจยัท่ีได้ยงัสามารถ
น าไปต่อยอดเชิ งพาณิ ชย์ส าห รับผลิตโปรแกรม
คอมพิวเตอร์เพื่อท าการลงทะเบียนภาพทางการแพทย์
ส าหรับช่วยในการตรวจวนิิจฉยัโรค  
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