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วธีิไฮเพอร์โบลกิเซแคนต์สําหรับสมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอืน่ทีเ่กีย่วข้อง 

The Sech Method for Solving the Zhiber-Shabat Equation and Other related Equations 

 

พรทิพย ์พลาชีวะ (Porntip Palacheewa)*  ดร.วรรณ์ทนา พรมสวย (Dr.Wantana Promsuay)** 

 

บทคัดย่อ 

ในงานวจิยัน้ี ไดใ้ชว้ธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนตเ์พ่ือสร้างผลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ีของสมการซิเบอร์-ชาแบท  และ

สมการท่ีเก่ียวขอ้ง เช่น สมการหลุยวิว สมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์ดอน และสมการดอด-บูลลอจ-มิคฮาลอฟ โดย

วธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนตน์ั้น จากการยนืยนัดว้ยวธีิทดลองท่ีมีประสิทธิภาพ ซ่ึงไดผ้ลเฉลยของคล่ืนเคล่ือนท่ี ซ่ึงผลเฉลย

เหล่าน้ีมีความสาํคญัสาํหรับปัญหาทางกายภาพบางปัญหาท่ีเป็นไปไดใ้นสภาพอนัแทจ้ริงอยา่งมีนยัสาํคญั 

 

ABSTRACT 

In this paper, the sech method is used to construct many travelling wave solutions for the Zhiber-Shabat 

equation and other related equations: Liouville equation, sinh-Gordon equation and Dodd-Bullough-Mikhailov 

equation. The power of the proposed methods is confirmed. These solutions may be important of significance for the 

explanation of some practical physical problem. 
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ความเป็นมาและความสําคัญของปัญหา  

เน่ืองจากสมการไม่เชิงเส้นนั้นนบัเป็นสมการ

ท่ีใช้กันอย่างแพร่หลาย ในการใช้จําลอง และอธิบาย

ความซบัซอ้นของปรากฏการณ์ต่าง ๆ ทางวิทยาศาสตร์ 

และวิศวกรรมศาสตร์ เช่น กลศาสตร์ของไหล จลศาสตร์

เคมี  และแบบจาํลองประชากร เป็นตน้ ดังนั้นการหา

คาํตอบของสมการไม่เชิงเส้นนั้น นับว่าเป็นส่ิงสําคญั

อยา่งยิง่ เพ่ือทาํใหเ้ราบรรลุถึงเป้าหมายของการศึกษาใน

เร่ืองดงักล่าว 

สาํหรับปรากฏการณ์ขา้งตน้ มกัเป็นปัญหาท่ี

อยู่ในรูปแบบของสมการเชิงอนุพันธ์ย่อย ซ่ึงไม่มี

รูปแบบในการหาผลเฉลยท่ีแน่นอน แต่ได้มีผูคิ้ดค้น

วิธีการหาคาํตอบของปัญหาเหล่านั้นในช่วงไม่ก่ีปีมาน้ี

ไวม้ากมายหลายวธีิแตกต่างกนัไป เช่น วิธีการแปลงเชิง

เส้นคู่ (bilinear transformation)  (Hirota, 1980) วิธี

ไซน์-โคไซน ์(sine-cosine method) (Wazwaz, 2004) วธีิ

เอ็กซ์โพเนเชียลฟังก์ชนั (exponential function method) 

(He & Wu, 2006) วิธีเพอร์เทอร์เบชนัแบบเอกฐาน 

( 0homotopy perturbation  method) (Ganji & Rafei, 

2006) เป็นตน้ 

อีกวิธีหน่ึงท่ีน่าสนใจและมีประสิทธิภาพใน

การหาผลเฉลยของสมการอนุพนัธ์ยอ่ย  คือ วิธีไฮเพอร์

โบลิกแทนเจนต์ (tanh method) และวิธีไฮเพอร์โบลิก

เซแคนต ์(sech method) (Malfliet, 1992)  ซ่ึงถือวา่เป็น

เทคนิคท่ีถูกอา้งอิงและใชก้นัอยา่งแพร่หลายในงานวิจยั

ต่าง ๆ ทัว่โลก ทั้งยงัไดถู้กพฒันาอยา่งต่อเน่ือง รวบรวม

ใหเ้ป็นระบบเพ่ือง่ายต่อการนาํไปใช ้ 

จากการศึกษางานวิจยัต่าง ๆ นั้น พบว่าได้มี

ผูว้จิยัไดท้าํการศึกษาและหาผลเฉลยของสมการซิเบอร์-

ชาแบท (the Zhiber-Shabat equation)  อีกทั้งวิธีไฮเพอร์

โบลิกเซแคนตเ์พ่ือหาผลเฉลยของสมการต่าง ๆ โดย 

ปี ค . ศ . 2006 ว า ซ ว า ซ  ( Wazwaz)  ไ ด้

ทาํการศึกษาและนาํเสนอวธีิไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต ์วธีิ

ขยายไฮเพอร์โบลิกแทนเจนต์ หาผลเฉลยของสมการ

สมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้งกับ

สมการซิเบอร์-ชาแบท เพ่ือหาผลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ี 

ปี ค.ศ.2007 วาซวาซ (Wazwaz) ไดห้าผล

เฉลยของสมการโคโนเปลเช็งโก-ดูโบรสกี (2+1) มิติ 

(the (2+ 1)-dimensional Konopelchenko–Dubrovsky 

equation)โดยวธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์

ปี ค.ศ.2007 วาซวาซ (Wazwaz) ไดใ้ชว้ิธีไฮ

เพอร์โบลิกแทนเจนต-์ไฮเพอร์โบลิกโคแทนเจนต ์และ

วิธี ไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์สําหรับสมการจูเลนต์-มิโอ

เดก (Jaulent–Miodek equation)   

ปี ค.ศ.2008 เกนจิและอบัดุลลาซาเด (Ganji 

and Abdollahzadeh) หาผลเฉลยแม่นตรงสําหรับ

สมการเคดีวีอนัดบั 7 ของ แล็กซ์ (Lax’s  seventh-order  

KdV) โดยวิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต์ และวิธีเอ็กซ์

โพเนนเชียลฟังกช์นัตรรกยะ 

สินทรัพย ์(2552) ไดศึ้กษาการใชว้ิธีไฮเพอร์

โบลิกเซแคนต์ในการหาผลเฉลยของสมการเคดีวี

ปรับปรุง และสมการเคดีวปีระกอบ 

ทั้งน้ีทางผูว้จิยัมีความสนใจท่ีจะใชว้ิธีไฮเพอร์

โบลิกเซแคนต์ในการหาผลเฉลยของสมการซิเบอร์-ชา

แบท และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้งกับสมการซิเบอร์-ชา

แบท เพ่ือหาผลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ี 

จากการศึกษางานวิจัย พบว่ารูปแบบของ

สมการเส้นซิเบอร์-ชาแบท (the Zhiber-Shabat 

equation)  มีรูปแบบดงัน้ี 

  0  eee 2 =+++ −− uuu
xt rqpu

เม่ือ p , q  และ r  เป็นค่าคงตวัท่ีไม่เจาะจง สาํหรับค่า 

0== rq  ของสมการ (1.1) จะเป็นสมการ หลุยวิล 

(the Liouville  equation)  สาํหรับค่า 0=r ของสมการ 

(1.1) จะเป็นสมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์ดอน (the 

sinh-Gordon equation) และ สําหรับ 0=q จะเป็น

สมการดอด-บูล-ลอจ-มิไคลอฟ (the well-know Dodd-

Bul-lough-Mikhailov equation)  

สมการดงัท่ีกล่าวมานบัเป็นสมการท่ีใชก้นั

อยา่งแพร่หลาย อธิบายความซบัซอ้นของปรากฏการณ์

ต่าง ๆ ทางวิทยาศาสตร์ เช่น การเคล่ือนไหวในสถานะ
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ของแข็ง การเคล่ือนของคล่ืนทัศนศาสตร์ไม่เชิงเส้น 

การเคล่ือนไหวส่วนท่ีเป็นของเหลวในเลือด การ

เคล่ือนไหวของของเหลว การคาํนวณทางชีววิทยา การ

เคล่ือนท่ีของผลึก  การเคล่ือนไหวของรอยหงิกงอ 

เ ก่ีย วกับ การ เค ล่ื อนไ หวท าง เ ค มีแ ละท ฤษฎี การ

เปล่ียนแปลงอ่ืนๆ   

การหาผลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ีของสมการไม่

เชิงเสน้ซิเบอร์-ชาแบท โดยวธีิไฮเพอร์โบลิก แทนเจนต ์

(tanh method) (Wazwaz, 2006) จากการทาํงานน้ีทาํให้

ไดผ้ลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ีมีความสมบูรณ์ดี ในการทาํงาน

วิจัยในคร้ังน้ีจะทําการหาผลเฉลยคล่ืนเคล่ือนท่ีของ

สมการไม่เชิงเส้นซิเบอร์-ชาแบท ซ่ึงเป็นวิธีท่ีแตกต่าง

ไปแต่ยงัคงมีประสิทธิภาพ 

 

วตัถุประสงค์ของการวจัิย 

1. ศึกษาวธีิการหาคาํตอบของสมการเชิง 

อนุพนัธ์ยอ่ยโดยใชว้ธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์

2. ใชว้ธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนตห์าผลเฉลย 

สมการซิเบอร์-ชาแบทและสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้ง  

 

วธีิดําเนินการวจัิย 

การหาผลเฉลยสมการซิเบอร์-ชาแบท (the 

Zhiber-Shabat equation) โดยวิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์

ผูว้จิยัไดด้าํเนินขั้นตอนดงัน้ี 

1. ศึกษาวธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์  

2. เลือกสมการท่ีตอ้งการหาผลเฉลย คือ  

สมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้ง 

3.  ใชว้ิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต์หาผลเฉลย

สมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้ง  

วธีิไฮเพอร์โบลกิเซแคนต์   

 พิจารณารูปแบบทัว่ไปของสมการไม่เชิงเส้น 

ดงัสมการ 

( ) 0     ,...,,, =xxxt uuuuP   

1. กาํหนดตวัแปรคล่ืน   x-ct =ξ  จะได ้

( ) ( )ξUtxu       , =   

โดยท่ีคําตอบคล่ืน ( )ξU  นั้ นคล่ืนท่ีด้วยความเร็ว c  

แปลงสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์

สามญั ดงัสมการ    

  ( ) 0    ,...,, =′′′ UUUP   

2. ถา้ทุกพจน์ของผลลพัธ์ในสมการเชิง 

อนุพนัธ์มีอนุพนัธ์ของ ξ  ให้อินทิเกรตสมการ และ

กาํหนดใหค้่าคงท่ีของการอินทิเกรตเป็นศูนย ์แลว้จดัรูป

สมการ 

3. กาํหนดตวัแปรอิสระใหม่คือ 

( )µξhY sec    =   

แลว้ทาํการหาอนุพนัธ์ของฟังกช์นัอนัดบัต่างๆ 

4. กาํหนดให ้

  ( ) ( ) k
M

k
kYaYSU ∑

=

==
0

        ξ  

5. หาค่าพารามิเตอร์ M  จากการนาํพจน์ 

เชิงเสน้ท่ีมีอนุพนัธ์อนัดบัสูงสุดของผลลพัธ์เปรียบเทียบ

กับอันดับสูงสุดในพจน์ท่ีไม่เชิงเส้น  โดยการเทียบ

สมัประสิทธ์ิกาํลงัของ Y ในสมการของผลลพัธ์  โดยใช ้ 

M   น้ีกบัสมการอนุกรมกาํลงัของ Y  จะทาํให้เราได้

คาํตอบวเิคราะห์ท่ีอยูใ่นรูปแบบปิด 

สมการซิเบอร์-ชาแบท (the Zhiber-Shabat 

equation)   

สมการเ ชิงอนุพัน ธ์ย่อยไม่ เ ชิง เส้น ท่ี เรา

ตอ้งการหาผลเฉลยในงานวิจยัน้ี คือ สมการซิเบอร์-ชา

แบท มีรูปแบบดงัสมการ   

   0  eee 2 =+++ −− uuu
xt rqpu  

เม่ือ tx,  เป็นตวัแปรอิสระ u  เป็นตวัแปรตาม และ 

qp,  และ r เป็นพารามิเตอร์ใด ๆ  

สมการหลุยววิ (the Liouville equation)   

เม่ือกาํหนดให้ 0== rq ในสมการซิเบอร์-

ชาแบท จะไดเ้ป็นสมการหลุยววิ มีรูปแบบ ดงัสมการ 

   0  e =+ u
xt pu    

เม่ือ tx,  เป็นตวัแปรอิสระ u  เป็นตวัแปรตาม และ p
เป็นพารามิเตอร์ใด ๆ  
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สมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์ดอน (The 

sinh-Gordon equation)   

เม่ือกําหนดให้ 0=r  ในสมการซิเบอร์-ชา

แบท จะไดเ้ป็นสมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์ดอน มี

รูปแบบ ดงัสมการ  

   0  ee =++ −uu
xt qpu   

เ ม่ือ  tx,  เ ป็นตัวแปรอิสระ  u  เ ป็นตัวแ ปรตา ม 

และ qp,  เป็นพารามิเตอร์ใด ๆ  

 สมการดอด-บูลลอจ-มิไคลอฟ (The Dodd-

Bullough-Mikhailov equation)   

เม่ือกําหนดให้ 0=q ในสมการซิเบอร์-ชา

แบท จะไดเ้ป็นสมการดอด-บูลลอจ-มิไคลอฟ มีรูปแบบ 

ดงัสมการ  

   0  ee 2 =++ − uu
xt rpu   

เ ม่ือ  tx,  เ ป็นตัวแปรอิสระ  u  เ ป็นตัวแ ปรตา ม 

และ rp,  เป็นพารามิเตอร์ใด ๆ  

 สมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ี

เก่ียวข้องดังท่ีกล่าวมานับเป็นสมการท่ีใช้กันอย่าง

แพร่หลาย อธิบายความซบัซอ้นของปรากฏการณ์ต่าง ๆ 

ทางวิทยาศาสตร์  เ ช่น การเคล่ือนไหวในสถานะ

ของแข็ง การเคล่ือนของคล่ืนทัศนศาสตร์ไม่เชิงเส้น 

การเคล่ือนไหวส่วนท่ีเป็นของเหลวในเลือด การ

เคล่ือนไหวของของเหลว การคาํนวณทางชีววิทยา การ

เคล่ือนท่ีของผลึก การเคล่ือนไหวของรอยหงิกงอ 

เ ก่ียวกับการ เค ล่ือนไหวทางเคมี  และทฤษฎีการ

เปล่ียนแปลงอ่ืนๆ   

 

ผลการวจัิย 

 จากการหาผลเฉลยสมการซิเบอร์-ชาแบท 

โดยวธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนตไ์ดผ้ลเฉลย ดงัน้ี 

 สมการซิเบอร์-ชาแบท (the Zhiber-Shabat 

equation)   

 พิจารณารูปทัว่ไปของสมการซิเบอร์-ชาแบท            

                  0  eee 2 =+++ −− uuu
xt rqpu               (1) 

โดยการใช้วิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต์หาผลเฉลย ท่ี

กาํหนดตวัแปรคล่ืน  x-ct =ξ เปล่ียนสมการท่ีอยู่ใน

รูปฟังก์ชัน ),( txu  เ ป็น )(ξU  โดยท่ีคําตอบคล่ืน 

)(ξU  นั้นเคล่ือนท่ีดว้ยความเร็ว c  เปล่ียนสมการเชิง

อนุพนัธ์ยอ่ย (1) เป็นสมการเชิงอนุพนัธ์สามญั  

               0  eee 2 =+++− −− uuu rqpcuξξ          (2)    

กาํหนดให ้

 ue=u                      (3) 

ซ่ึงสมมูลกบั 

 uln=u                                     (4) 

จะไดว้า่  

 u
u

′=′
1u                 

 ( )2
2

11 u
u

u
u

′−′′=′′u        (5) 

แทนค่าอนุพนัธ์ (5) ในสมการ (2)  จะได ้

            ( )( ) 032 =+++′−′′− rqpc uuuuu        (6) 

กาํหนดให ้

               
0

( ) ( )
M

k
k

k
U S Y a Yξ

=

= =∑                               (7) 

โดยท่ี     

               )(sec ξhY =         (8) 

หาอนุพนัธ์ไดด้งัน้ี  

dY
dSYY

d
dU 21−−= µ
ξ

      (9) 

( ) ( ) 







−+−= 2

2
4232

2

2

2
dY

SdYY
dY
dSYY

d
Ud µ
ξ

                (10) 

แทนค่า (10) ในสมการ (6) นาํพจน์ท่ีเป็นเชิง

เสน้ท่ีมีอนุพนัธ์อนัดบัสูงสุด คือ uu ′′  และพจน์ท่ีไม่เชิง

เส้นท่ีมีอนัดบัสูงสุด คือ 3u  มาเปรียบเทียบเลขช้ีกาํลงั

เพ่ือหาค่าพารามิเตอร์ M  ไดโ้ดยการกระจายอนุกรม 

( )S Y ในสมการ (7) จะได ้

243 −++= MMM  

 2=M        (11) 

แทนค่า 2=M  ในสมการ (7) จะได ้

              ( ) ( ) 2
210      , YaYaaYStx ++==u    (12) 

 

และ Yaa
dY
dS

21 2+=                      (13) 
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22

2

2a
dY

Sd
=    (14) 

แท น ค่ า  (12) , (13)  แล ะ (14) ใ นสม การ  ( 6)  โ ด ย

กาํหนดให ้ 1=== rqp   

จะไดส้มการวเิคราะห์ในรูปแบบปิดดงัน้ี 

( ) 10
3

0 ++ aa + ( )Yaaaaac 11
2

010
2 3 ++− µ +

( ) 2
2

2
102

2
020

2 334 Yaaaaaaac +++− µ  

+ ( ) 33
121021

2
10

2 62 Yaaaaaacaac ++− µµ +

( ) 4
2

2
1

2
20

2
1

2
21

2 336 Yaaaaacaac +++ µµ         

+ ( ) 52
2121

2 34 Yaaaac +µ + ( ) 02 63
2

2
2

2 =+ Yaacµ                                          

                                                                        (15) 

เทียบสมัประสิทธ์ิแต่ละเลขช้ีกาํลงัของ Y  จะได ้

สมัประสิทธ์ิของ 

02 : 3
2

2
2

26 =+ aacY µ  

สมัประสิทธ์ิของ 

0    34 : 2
2121

25 =+ aaaacY µ  

สมัประสิทธ์ิของ    

0336: 2
2

1
2

20
2

1
2

21
24 =+++ aaaaacaacY µµ

สมัประสิทธ์ิของ    

062: 3
121021

2
10

23 =++− aaaaaacaacY µµ

สมัประสิทธ์ิของ    

0334: 2
2

102
2

020
22 =+++− aaaaaaacY µ  

สมัประสิทธ์ิของ  

03: 11
2

010
21 =++− aaaaacY µ  

สมัประสิทธ์ิของ  

0      1: 0
3

0
0 =++ aaY  

แกร้ะบบสมการสมัประสิทธ์ิกาํลงัของ Y จะทาํให้ไดค้่า

ของพารามิเตอร์ caaa ,,, 210  และ µ โดยการจดัรูป

จะได ้  

α
α 2

6
1

0 +−=a    

01 =a   (17) 

2

22

2 72
3618

α
αγαγ +−

=a       (16)  

c

22 3618
12

1 αγαγ
α

µ +−
−=   

 

 

เม่ือ    ( )3
1

9312108 +=α  

12182 −+= ααγ  

เน่ืองจาก  
22 3618 αγαγ +−  

1442161218 234 +−++= αααα  > 0 โดยคาํนวณ

ค่าของ α   

จาก  ),(ln txu(x,t) u=  แทนค่า (16) ในสมการ (12) 

โดยเง่ือนไข 

( )µξhY sec    =  

และ x-ct =ξ  

จะไดผ้ลเฉลย ดงัน้ี 

),( txu    

( )[ ]








−
+−

++−= ctxh µ
α

αγαγ
α

α 2
2

22

sec
72

36182
6
1ln

,  0<c   

โดย µ  มีค่าดงัสมการ  (16) 

),( txu    

( )[ ]








−
+−

−+−= ctxµ
α

αγαγ
α

α 2
2

22

sec
72

36182
6
1ln ,  0>c  

เม่ือ  

 
c

22 3618
12

1 αγαγ
α

µ +−
=  

  

 สมการหลุยววิ (The Liouville equation)   

กําหนดให้  1,0 === prq  ในสมการซิ

เบอร์-ชาแบท โดยตวัแปรคล่ืน 

x-ct =ξ   จะได ้ 

  0  e =+− ucuξξ                     (17) 

แทนค่าอนุพนัธ์ (5) ในสมการ (15) จะได ้

 ( )( ) 032 =+′−′′− uuuuc     (18) 

โดยการดุล uu ′′ กบั 3u เพ่ือเปรียบเทียบเลขช้ีกาํลงั หา

ค่าพารามิเตอร์ M  ซ่ึงจะได้ 2=M  

แทนค่า 2=M  ในสมการ (7) จะได ้

             ( ) ( ) 2
210      , YaYaaYStx ++==u      (19) 

และ Yaa
dY
dS

21 2+=                      (20) 

22

2

2a
dY

Sd
=       (21) 
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แทนค่า  (19) , (20) และ(21) ในสมการ (18)  โดย

เง่ือนไข(8) จะไดส้มการวเิคราะห์ในรูปแบบปิดดงัน้ี 

( ) 3
0a + ( )Yaaaac 1

2
010

2 3+− µ +

( ) 22
102

2
020

2 334 Yaaaaaac ++− µ  

+ ( ) 33
121021

2
10

2 62 Yaaaaaacaac ++− µµ +

( ) 4
2

2
1

2
20

2
1

2
21

2 336 Yaaaaacaac +++ µµ         

+ ( ) 52
2121

2 34 Yaaaac +µ + ( ) 02 63
2

2
2

2 =+ Yaacµ                                                

                                                                         (22) 

คาํนวณค่าตวัแปรแต่ละตวั โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ

แต่ละเลขช้ีกาํลงัของ Y ในสมการผลลพัธ์ (22) จะได ้

00 =a   

                01 =a                                            (23)   (21) 

                2
2 2 µca −=  

จาก ),(ln txu(x,t) u= โดยการแทนค่า (23) ในสมการ 

(19) โดยเง่ือนไข 

( )µξhY sec    =  และ x-ct =ξ   

จะไดผ้ลเฉลย ดงัน้ี 

),( txu ( )[ ]{ }ctxhc −−= µµ 22 sec2ln ,  0>µ , 0<c  

 

 สมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์ดอน (The 

sinh-Gordon equation)   

กําหนดให้  1,1,0 =−== pqr  ในสมการซิ

เบอร์-ชาแบท โดยตวัแปรคล่ืน x-ct =ξ  จะได้เป็น

สมการไฮเพอร์โบลิกไซน-์กอร์ดอน                    

  0  ee =−+− −uucuξξ     (24) 

แทนค่าอนุพนัธ์ (5) ในสมการ (23) จะได ้

                ( )( ) 032 =−+′−′′− uuuuuc            (25) 

โดยการดุล uu ′′ กบั 3u เพ่ือเปรียบเทียบเลขช้ีกาํลงั หา

ค่าพารามิเตอร์ M  ซ่ึงจะได้ 2=M  

แทนค่า 2=M  ในสมการ (7) จะได ้

               ( ) ( ) 2
210      , YaYaaYStx ++==u      (26) 

และ Yaa
dY
dS

21 2+=                     (27) 

22

2

2a
dY

Sd
=       (28) 

 

แทนค่า  (26), (27)  และ (28) ในสมการ (24)  โดย

เง่ือนไข (8) จะไดส้มการวเิคราะห์ในรูปแบบปิดดงัน้ี 

( ) - 0
3

0 aa + ( )Yaaaaac 11
2

010
2 3 −+− µ +

( ) 2
2

2
102

2
020

2 334 Yaaaaaaac −++− µ  

+ ( ) 33
121021

2
10

2 62 Yaaaaaacaac ++− µµ +

( ) 4
2

2
1

2
20

2
1

2
21

2 336 Yaaaaacaac +++ µµ         

+ ( ) 52
2121

2 34 Yaaaac +µ + ( ) 02 63
2

2
2

2 =+ Yaacµ                                     

                                                                                 (29) 

คาํนวณค่าตวัแปรแต่ละตวั โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ

แต่ละเลขช้ีกาํลงัของ Y ในสมการผลลพัธ์ (29) จะได ้

00 =a  

01 =a         

12 −=a     (30) 

0,
2
1

>= c
c

µ  

จาก  ),(ln txu(x,t) u= โดยการแทนค่า (30) ในสมการ 

(26) โดยเง่ือนไข 

( )µξhY sec    =  และ x-ct =ξ   

จะไดผ้ลเฉลย ดงัน้ี 

),( txu   ( )
















−−= ctx

c
h

2
1sec1ln 2 ,  0>c  

 

 สมการดอด-บูลลอจ-มิคฮาลอฟ (The Dodd-

Bullough-Mikhailov equation)   

กําหนดให้  1,0,1 === rqp  ในสมการซิ

เบอร์-ชาแบทโดยตัวแปรคล่ืน x-ct =ξ   จะได้เป็น

สมการดอด-บูลลอจ-มิคฮาลอฟ 

    0  ee 2 =++− − uucuξξ                     (31) 

แทนค่าอนุพนัธ์ (5) ในสมการ (31) จะได ้

                ( )( ) 0132 =++′−′′− uuuuc           (32) 

โดยการดุล uu ′′ กบั 3u เพ่ือเปรียบเทียบเลขช้ีกาํลงั หา

ค่าพารามิเตอร์ M  ซ่ึงจะได ้ 2=M  

แทนค่า 2=M  ในสมการ (7) จะได ้

                ( ) ( ) 2
210      , YaYaaYStx ++==u      (33) 
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และ Yaa
dY
dS

21 2+=                (34) 

22

2

2a
dY

Sd
=       (35) 

แทนค่า  (33), (34)  และ (35) ในสมการ (32)  โดย

เง่ือนไข (8) จะไดส้มการวเิคราะห์ในรูปแบบปิดดงัน้ี 

( ) 13
0 +a + ( )Yaaaac 1

2
010

2 3+− µ +

( ) 22
102

2
020

2 334 Yaaaaaac ++− µ  

+ ( ) 33
121021

2
10

2 62 Yaaaaaacaac ++− µµ +

( ) 4
2

2
1

2
20

2
1

2
21

2 336 Yaaaaacaac +++ µµ         

+ ( ) 52
2121

2 34 Yaaaac +µ + ( ) 02 63
2

2
2

2 =+ Yaacµ                                      

                                                                        (36) 

คาํนวณค่าตวัแปรแต่ละตวั โดยการเทียบสัมประสิทธ์ิ

แต่ละเลขช้ีกาํลงัของ Y ในสมการผลลพัธ์ (36)  จะได ้

10 −=a   

01 =a  

2
3

2 −=a                 (37) 

                0,3
2
1

<−= c
c

µ  

จาก ),(ln txu(x,t) u= โดยการแทนค่า (37) ในสมการ 

(33) โดยเง่ือนไข 

( )µξhY sec    =  

และ x-ct =ξ   

จะไดผ้ลเฉลย ดงัน้ี 

),( txu ( )




















−−−−= ctx

c
h 3

2
1sec

2
31ln 2 , 0<c

      

บทวจิารณ์ 

จากการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์

ย่อยแบบไม่เชิงเส้น ท่ีมีรูปแบบของสมการเฉพาะ คือ 

สมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้ง ซ่ึง

มุ่งเนน้การหาผลเฉลยโดยใชว้ิธี ไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์ 

เพ่ือให้ไดผ้ลเฉลยท่ีมีรูปแบบทัว่ไป และสามารถนาํไป

ประยกุตใ์ชก้บัสมการท่ีมีค่าของสมัประสิทธ์ิเฉพาะแยก

ตามกรณี ทาํให้เราไดผ้ลเฉลยในรูปแบบต่าง ๆ ท่ียงัคง

ประสิทธิภาพ 

บทสรุป 

1.  จากผลเฉลยท่ีได้แสดงว่าสามารถใช้

วธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์หาผลเฉลยของปัญหาท่ีอยูใ่น

รูปแบบของสมการซิเบอร์-ชาแบท และสมการอ่ืนท่ี

เก่ียวขอ้ง ซ่ึงเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อยไม่เชิงเส้น ท่ี

ผูว้จิยัศึกษาไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ   

2.   การหาผลเฉลยโดยวิธีไฮเพอร์โบลิก

เซแคนต ์ จากวิธีการหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์

ย่อยแบบไม่เชิงเส้น โดยวิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต์นั้น

นบัวา่เป็นวิธีท่ีไม่ซบัซอ้น และไม่ส้ินเปลืองแรงงานใน

การคํานวณหาค่าตัวแปรต่าง ๆ ทั้ งย ังได้ผลเฉลยท่ี

แน่นอน แตกต่างจากบางวิธีท่ีสามารถใชห้าผลเฉลยได ้

เร่ิมตน้การเลือกตวัแปรอิสระใหม่ วิธีน้ีเราจะกาํหนด

เพียงแบบเดียวเท่านั้น อีกทั้งเม่ือหาผลเฉลยไดแ้ลว้เรา

สามารถแทนค่าของพารามิเตอร์ต่าง ๆ ลงในรูปแบบ

ของคาํตอบไดอ้ย่างชดัเจน ซ่ึงวิธีอ่ืนบางวิธีนั้นอาจจะ

ต้องเลือกตัวแปรอิสระใหม่หลายกรณี และเม่ือได้

คาํตอบแลว้จะตอ้งกาํหนดค่าพารามิเตอร์ต่าง ๆ ใหม่อีก

คร้ังดว้ย ดงันั้นวธีิไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์นบัวา่เป็นวธีิท่ี

สามารถหาผลเฉลยของสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยแบบไม่

เชิงเส้นไดอ้ย่างมีประสิทธิภาพ และไม่เปลืองแรงงาน

ในการคาํนวณ 

ในการวิจยัคร้ังน้ีผูว้ิจยัทาํการหาผลเฉลยของ

สมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไม่เชิงเส้นท่ีมีรูปแบบเฉพาะ คือ 

สมการซิเบอร์-ชาแบท (The Zhiber-Shabat equation) 

และสมการอ่ืนท่ีเก่ียวขอ้ง เช่น สมการหลุยวิว (The 

Liouville equation)  สมการไฮเพอร์โบลิกไซน์-กอร์

ดอน (The sinh-Gordon equation) และสมการดอด-

บูลลอจ-มิคฮาลอฟ (The Dodd-Bullough-Mikhailov 

equation) โดยวิธีไฮเพอร์โบลิกเซแคนต ์ แต่โดยทัว่ไป

ยงัมีปัญหาท่ีมีรูปแบบเป็นสมการเชิงอนุพนัธ์ยอ่ยไม่เชิง

เสน้ในลกัษณะอ่ืน ๆ ท่ียงัไม่ถูกพิจารณาเพ่ือหาผลเฉลย

ท่ี มี รู ป แ บ บ ทั่วไ ป  ซ่ึ ง เ ป็ น พ้ื น ฐ าน ใ น ก า ร นําไ ป

ประยกุตใ์ชก้บัปัญหาท่ีมีรูปแบบเฉพาะอ่ืน ๆ ต่อไป   
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กติติกรรมประกาศ  

 วิทยานิพนธ์ฉบับน้ีสําเร็จลงได้ด้วยความ

กรุณาจาก ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร.วรรณ์ทนา พรมสอน  

อาจารยท่ี์ปรึกษาหลกั ผูช่้วยศาสตราจารย ์ดร.สหัทยา 

รัตนะมงคลกุล และดร.จุฑารัตน์ คงสอน ท่ีกรุณาให้

คาํปรึกษาแนะนาํแนวทางท่ีถูกตอ้งในการศึกษาคน้ควา้

ท่ี ถู ก ต้อ ง ใ น ก า ร ศึ ก ษ า ค้น ค ว้า  ต ล อ ด จ น แ ก้ไ ข

ขอ้บกพร่องต่าง ๆ ของวิทยานิพนธ์ฉบับน้ีด้วยความ

ละเอียดถ่ีถ้วนและเอาใจใส่ด้วยดีเสมอมา ผูว้ิจัยรู้สึก

ซาบซ้ึงเป็นอย่างยิ่ง จึงขอกราบขอบพระคุณเป็นอย่าง

สูงไว ้ ณ โอกาสน้ี   

ขอขอบคุณบิดามารดาท่ีได้ส่งเสริมและ

สนบัสนุนผูว้จิยัใหมี้โอกาสทางการศึกษาท่ีสูงข้ึน 

ขอขอบคุณเพ่ือน ๆ รุ่นพ่ี และรุ่นน้องทุกคน 

ท่ีใหค้วามช่วยเหลือท่ีดี  

คุณค่าและประโยชน์ของวิทยานิพนธ์ฉบบัน้ี 

ผู ้วิ จัย ข อ ม อ บ เ ป็ น ก ตัญ �ูก ต เ ว ทิ ต า แ ด่  บุ พ ก า รี 

บูรพาจารย์ และผู ้มีพระคุณทุกท่านทั้ งในอดีตและ

ปัจจุบนั ท่ีทาํให้ขา้พเจา้เป็นผูมี้การศึกษา  และประสบ

ความสาํเร็จมาจนตราบเท่าทุกวนัน้ี                                                                                        
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